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1. O tija paralelipipedica, omogend, de lungime ¢ =1m lunecd cu viteza v, pe o portiune neteda (fara

frecari) a unui plan orizontal, dupa care intra pe o portiune rugoasa pe care coeficientul de frecare de alunecare
dintre aceasta portiune i tija este p =01 (vezi fig.).

a) Stabiliti legea de variatie in raport cu timpul a portiunii x din tija care R
a patruns pe portiunea rugoasd. ————1——
b) Determinati timpul de franare si distanta pe care pdtrunde tija pe ¢ g

portiunea rugoasd. Se vor studia cazurile : vy =08m/s §i v, = V2 m/s. porfiune neteda

portiune rugoasa

Acceleratia gravitationalda se va considera g =10 m/ s? .
a) Consideram ca tija a patruns pe portiunea rugoasa pe o distantd x si se afla in migcare, agsa cum se vede
in figura.
Tija fiind omogena, forta de frecare care actioneaza asupra tijei este :
Ff = /lr;g

x, (0.5 puncte)

unde m este masa tijei.
Principiul fundamental al dinamicii se scrie :

HTg

ma = —

X,

portiune neteda

de unde : portiune rugoasa
a= —%x , (0.5 puncte)

relatie care indica o miscare oscilatorie armonica de pulsatie :

= ‘/% si de perioada T =27 /% . (0.5 puncte)

x = Asin(at + ¢yp),

Legea coordonatei va fi :
iar legea vitezei :
Vv = wAcos(at + ¢p).
Din conditiile initiale :
pentrut =0, x =0 si v =V, rezultd ¢, =0 §i vo = @A, de unde :

Vo 1
A=—=v /— 0.5 puncte
p Y g (0.5p )

{ . |9
=Vy |[— =t (0.5 puncte
x vow/ygsn,/f (0.5 puncte)
V=V, cos‘/% t. (0.5 puncte)

Cele doua legi se scriu :

Si:

b) Pentru :
i _ mao?/? 3 o y e :
2 < > sau v, <./ug¢ =1m/s tija se opreste inainte de a patrunde in intregime pe portiunea

rugoasa, sau, pentru semnul egal, chiar in momentul in care a patruns in intregime pe portiunea rugoasa.
In acest caz timpul de franare va fi :
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si distanta pe care patrunde tija pe portiunea rugoasa:

/
d =A=v, |—. (0.5 puncte)
°V 1o

Dacd v, =08m/s < 4/ug¢ =1m/s, ne aflam in aceasta situatie si:
t ~157ssi d =0,8m. (0.5 puncte)
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Pentru :
g mao?s? 3 e .
2 > sau vy > 4/4g¢ =1m/s tija se opreste dupa ce patrunde in intregime pe portiunea rugoasa.
(0.5 puncte)

In acest caz, momentul in care patrunde tija in intregime pe portiunea rugoasa se poate afla din prima

solutie pozitiva a ecuatiei:
N Y7s
=Vgy,[—sin,[—, (0.5 puncte
o\/ o \{ 7 (0.5p )
t, = |—arcsin——

VA4 (0 5 puncte)
H9

Viteza pe care 0 va avea tija in momentul in care a patruns in Intregime pe portiunea rugoasa o putem afla
din legea conservarii energiei:

adica :

2
s  mao?l? L mv

2 2 2

v’ =42 - ug¢ (0.5 puncte)

moment in care acceleratia se stabilizeaza la valoarea a' = —pg .

12

de unde :

Timpul socotit din acest moment pana la oprire este:

! 2 _ [
L —vvo#gyg ,(0.5 puncte)

t,=—=
g
iar distanta parcursa din acest moment pana la oprire va fi :
12 2 2
— gl
d, =Y _Yo—H'_Vo _’ 5 puncte)
219 2.9 29 2

Timpul total de franare va fi :
Jmgt  vE - uge
t=t, +t, = /i arcsin Y9 Vo A% 4 5 huncte)
H9 Vo ys)

iar distanta pe care patrunde tija In portiunea rugoasa :

2
d=/(+dy =l+——-—=—+ (05puncte)

Daci v, =+2m/s > [ug¢ =1m/s ne aflim in aceasta s1tuape :
t ~178s 5i d =15m .(0.5 puncte)

Orice alta rezolvare corectd se puncteazd corespunzator.
Total: 9 puncte+1 punct (oficiu)=10puncte
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2. Imaginati-va un sistem n de canale rectilinii forate intre doud puncte oarecare A si B de pe suprafata

Pamantului AR, ,R;R,,R5R;,...R4R},.... R 4B,
racordate intre ele prin racordurile
R,;,R,,R3,....,Ri1,R},..., R,y §i cad un corp, lasat liber in

punctul A, se misca prin canale fara frecare catre punctul
B, trecdnd prin racorduri fara a-si modifica modulul vitezei.

Considerati Pamantul o sfera omogenda de raza
R =6400km si acceleratia gravitationala la suprafata
Pamantului g, =10m/s2 .

a) Demonstrati ca miscarea corpului pe oricare dintre
canalele rectilinii este o miscare oscilatorie armonica de
aceeasi pulsatie ® §i deteminati aceasta pulsatie.

b) Aratati ca intre vitezele v;, si v ale corpului In
racordul R, si in punctul P, aflat pe canalul rectiliniu

R, 4R;, existd relafia v? —v?; = ®* (rﬁl —r? ), unde r,, si r sunt distantele de la centrul Pamdntului la racordul
R, , respectiv la punctul P.

¢) Folosind relatia de mai sus, exprimati viteza corpului in punctul P, aflat la distanta r de centrul
Pamantului si verificati daca corpul ajunge pdnd in punctul B .

Indicatie: Forta de atractie gravitationald cu care o sferd omogend actioneazd asupra unui corp
punctiform situat intr-un punct din interiorul sau este identica cu cea exercitatd de un punct material plasat in
centrul sferei, cu masa egald cu masa continutd in sfera a carei raza este distanta de la centrul sferei la acel
punct.

Prof. Anton Pantelimon

a) Fie canalul de ordin i ale carui prelungiri intersecteaza suprafata Pamantului in punctele A; si B;

Consideram sectiunea OA;B; care contine centrul O al Pamantului si punctele A; si B; si fie M; mijlocul
segmentului A;B;, iar C; pozitia corpului la un moment dat.
Notam cu distanta C;M; = x si cu r; vectorul de pozitie al punctului C; in raport cu centrul Pamantului.

In conformitate cu legea atractiei gravitationale si cu indicatia
din textul problemei, asupra corpului actioneaza forta: AN

= mM; - . . .-

F=—y e L1, (0.5 puncte) si reactiunea canalului N, unde y
i

este constanta atractiei universale, m este masa corpului si M; masa

Pamantului continutd in sfera de raza r;.

Cum Pamantul se considerd omogen cu densitatea p :

Anrd . . . 3
= 713, p, iar masa Pamantului derazd R: M = 47[: p

M

3
r; . . = .

Rezulta: M, :'—3M si atunci forta F devine:
R

= mM -

F= —yR—3 r, (0,5 puncte)

Tinénd cont ca acceleratia gravitaionala la suprafata Paméantului este g, = yﬂz (0.5 puncte) se obtine:
R

F-_M%

r, (0,5 puncte)

Rezultanta celor doua forte va fi:
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9 x (1 punct) , unde x=CM, reprezinti deplasarea fati de pozitia M, de

echilibru, iar semnul minus indica ca aceasta fortd este orientatd in sens contrar acestei deplasari.

mgg

Cum =k (0.5 puncte) reprezintd o constantd independentd de canalul rectiliniu pe care se misca

corpul, rezulta ca rezultanta fortelor care actioneaza asupra acestuia este de tipul:
F, = —kx , adica o fortd de tip elastic, deci miscarea corpului va fi o miscare oscilatorie armonica. (0.5

puncte)
Pulsatia miscarii oscilatorii armonice este:

S __ 1
\/7 \/: =300 rad/s . (0.5 puncte)

Intre racordul R,; si puncul P, aplicim pentru miscarea oscilatorie armonici a corpului legea
conservarii energiei:

kx2 mv.2 2 2 . R . A R P X B;

2'*1 + 2'*1 = kx2 + m;/ (1 punct), in care inlocuind k = me?, ' e . !

obtinem:
©° (xil —xz): v —v?,.(0.5 puncte)
Din triunghiurile dreptunghice OMR, ; si OMR;, rezulta:
r?, =x?; +d? si r? =x? +d?, (0.5 puncte) care scizute membru
cu membru conduc la:
r2, —r? =x?, —x? si inlocuind, obtinem:
vZ v, = ? (rﬁl —rz).(0.5 puncte)
¢) Daca consideram ca punctul P se afld in racordul R;, stabilim

relatia intre vitezele pe care le are corpul la extremitatile canalului de ordin i:
vZ —vZ = 0? (rﬁl —r? ), unde r; este distanta de la centrul Pamantului la racordul R;.
Aplicam aceasta relatie pentru primele (i —1) canale si obtinem relatiile:
vZ —0=0?[R? -12)

2 2 2(.2 2

vZ —vZ, =’ (r,zz ) la care adaugam relatia gasita la punctul b):

vZ v = ? (ri_l —r ) (1 punct)

Adunam membru cu membru cele i relatii si gasim:

v2 :mz(R2 —rz)sau:

v? :%O(RZ —rz). (0.5 puncte)

Tnpunctul B, r =R si vg =0, deci corpul ajunge In B cu viteza nula. (0.5 puncte)

Orice alta rezolvare corectd se puncteazd corespunzator.
Total: 9 puncte+1 punct (oficiu)=10puncte
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3. Corpul de masa m; =200g, prins de un resort cu constanta

elastica k = 20N/m, se poate misca fara frecare pe o suprafata O m,
orizontald. Se deplaseaza corpul pe distanfa x, =4cm fata de R T
pozitia O de echilibru in sensul pozitiv al axei Ox . Pe verticala X '

. . X . .. o1 N
aflata la distanta x, = 70 fata de pozitia de echilibru, deasupra 2 m, l
suprafetei orizontale, la indltimea h fata de corpul de masa m, ?MNWW%_I - X
este mentinut in repaus un corp cu masa m, =2m,, asa cum se 0 = Xo —;

vede in figura alaturata.
Eliberate simultan, cele doua corpuri se ciocnesc plastic in momentul in care corpul de masa m, trece

prima data prin punctul aflat pe verticala corpului de masa m,. Acceleratia gravitationala se considera
g=98m/s?.

Se cer:

a) Inaltimea h la care s-a aflat corpul de masa m, in momentul eliberarii.

b) Caldura eliberata in momentul ciocnirii corpurilor.
¢) Legea elongatiei §i a vitezei pentru miscarea ansamblului celor doud corpuri, alegand ca moment zero
momentul cuplarii celor doua corpuri.

a) Legea miscarii corpului de masa m, este:

X = Xg sin(@,t + @gy ), CU @ = /L =10rad/s . (0.5 puncte)
my

La momentul t=0, x = Xy si atunci singy, =1, deci ¢y, = g .(0.5 puncte)

Determindam momentul t; la care corpul de masa m,; trece prima datd prin punctul aflat pe verticala
corpului de masa m, :
X . . C o . . ce o 5 .
=0 Xg SN o1 + = si de aici gdsim cea mai mica solutie pozitiva o,t; + r_>r s1t = T .(1 punct)
2 2 2 6 30,
In acest timp corpul de masa m, cade liber de la inaltimea h, deci:

gti _ gr
h==>=—=—~0054m=54cm. (1 punct)
2  18w;
b) Legea care exprima viteza corpului de masa m, este:

T . - . -
V =m;Xg Cos((olt + Ej’ iar viteza acestuia la momentul t, va fi:

57 \/§

Viteza corpului de masd m, , orientatd pe verticald, imediat Tnaintea ciocnirii este:
vV, =gt = ﬂ.(l punct)
3o,

Cildura eliberata in momentul ciocnirii corpurilor va fi:

2 2,2 2_2
Q=1 MMs 2 1.2 m|Yi y2|om|2X 9 | 6210301 punct)
2m; +m, 2 3 4 9?7

¢) Legile miscarii ansamblului celor doua corpuri sunt de forma:
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x =Asn(ot+¢y) si v =wAcos(ot+ g ), unde = kaz = j/)i 10;/_ rad/s .(0.5 puncte)

Imediat dupa ciocnirea plasticd, la momentul t =0, pentru aceasta miscare, elongatia si viteza ansamblului

X = X_O sive—=o1t - Y24 x,.(0.5 puncte)
m; +m, 6

vor fi:

. Xo . 3
Asing, =7° $1 wACOSQ, =—%mlxo sau.

. X . X
Asing, =70 s1 ACOSQq :—70. (0.5 puncte)
Cele doud relatii ne aratd ci unghiul ¢,, pentru care tge, = —1, este in cadranul 11, deci are valoarea
Po = i—n. (0,5 puncte)

Amplitudinea noii migcari oscilatorii va fi:

2
AZ = X70 si A= on«/E —22cm. (0.5 puncte)

Deci legile miscarii ansamblului celor doud corpuri, alegdind ca moment zero momentul cuplarii celor doua
corpuri, sunt:

x_zfsn(lof 3“J[cm] iv= 20\/_ {10\/_ 3EJ[Cm} .(0.5 puncte)

Orice alta rezolvare corectd se puncteazd corespunzator.
Total: 9 puncte+1 punct (oficiu)=10puncte

Pagina 6 din 6



